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liber die Bessel’schen Functionen. 

Von Leopold (xegenbauer. 

(Vorgelegt in der Sitzung am It. October 1883.) 


In den folgenden Zeilen wird zunackst eine kurze Mittkei- 
lung iiber eine Classe von Entwicklungen nack Bessel’scken 
Functionen erster Art gemackt, von welcker bisker nur einzelne 
specielle Falle von 0. Scklomilek und E. Beltrami bekan- 
delt wurden; sodann werden mekrere bestimmte Integrate aus- 
gewertket und einige Eelationen zwiscken bestimmten Inte- 
gralen abgeleitet, in welcken bekannte Formeln a us der Tkeorie 
der symmetriscken Potentialfunctionen, auf welcke H. Weber 
und E. Beltrami aufmerksam gemacht haben, als specielle Falle 
enthalten sind. 

Bedenkt man ? dass: 


cos X — 



r *(x) 


sin x — 



A (x) 


ist, wo J v ‘(x) die bekannte Bessel’scke Function erster Art 
bezeichnet, so siekt man, dass die Fourier'scken Keiken: 

fix) = ^ cos lx 



B) sin lx 


wo l die Reike der ganzen positiven Zaklen durcklauft, falls die- 
selben als Entwicklungen nach Kreisfunetionen, welcke nack den 
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Vielfaehen des Argumentes fortschreiten, aufgefasst werden, als 
specielle Falle der allgemeinen Entwicklungsformen: 

f{x) = V Aar-v-&Q»v) 

L 

f (ai) = ^ B f x~' L Jv-+ { 

wo \x irgend eine reelle Zalil ist und 1 die Reihe der ganzen 
positiven Zahlen durchlauft, angeseken werden konnen. Den 
speciellen Fall ,u = o dieser beiden Entwicklungsformen hat Herr 
0. Schlomilch in seiner Abhandlung: „Uber die BesseTscke 
Function “ (Zeitschrift ftir Mathematik und Physik, II. Jalirg., 
pag. 137 ff.) mitgetheilt und daselbst auch die Coefficienten 
dieser speciellen Entwicklungsformen durch Doppelintegrale aus- 
gedrtickt. 

Wenn man berticksichtigt, dass die Reihe der ganzen 
positiven Zahlen mit der Reihe der positiven Wurzeln der trails- 
cendenten Gleichung: 

sin 7T z = 0 


iibereinstimmt 7 so sieht man, dass die angeflihrten Fourier'- 
schen Reihen auch Entwicklungen nach Kreisfunctionen sind, 
deren Argumente alle reellen positiven Wurzeln einer bestimmten 
transcendenten Gleichung durchlaufen. Bei dieser Auffassung 
ergeben sich zunachst als Verallgemeinerungen der Fourier 
schen Reihen im Gebiete der Entwicklungen nach BesseTschen 
Functionen erster Art die Reihen: 

/'O) = ^ 

wo die Grossen die verschiedenen reellen positiven Wurzeln 
einer der beiden transcendenten Gleichungen: 

= o 

J J (fLV)]' = o 

sind. 
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Ein specieller Fall clieser Entwicklungsformen, namlich der 
Fall ^ = 0, findet sich sclion in Fourier’s „Th6orie analytique 
de la chaleur". Die allgemeine Form wurde von Hermann Han- 
kel in seiner Abhandlung: „Die Fourier’schen Reihen und 
Integrale fur Cylinderfunctionen w (Mathem. Annalen, VIII. Bd., 
pag. 471 ff.), L. Schlafli in der Arbeit: „Fiber die Conver- 
genz der Entwicklung einer arbitraren Function f(x) nach den 

a a 

Bessel’sclien Functionen J([ S 2 a?),. ., wo/3 i; /3 2 ,/3 3 ,. 

a 

die positiven Wurzeln der Gleichung J([ 3) = o vorstellen“(Mathe- 
matische Annalen, X. Bd., p. 137 if.) und in neuester Zeit in 
besonders eingehender Weise von Ulisse Dini in seinem vor- 
trefflichen Werke: „Serie di Fourier e altre rappresentazioni 
analiticlie delle funzioni di una variabile reale w (Pisa 1880) unter- 
suclit. Herr Ulisse Dini hat auch die allgemeinere Entwick- 
lungsform, welche man erhalt, wenn man fur die Grossen p } die 
reellen positiven Wurzeln der transcendenten Gleichung: 

ax J'^ax)]' — h(ax)—' L J j (ax) = o 

nimmt, in dem oben erwahnten Werke ausfiihrlich behandelt. 

Die Coefficienten dieser Entwicklungsformen sind durcli 
einfache Integrale ausdrtickbar. 

Die von Herrn 0. Schlomilch aufgestellten Entwicklungs¬ 
formen konnen nun ebenfalls unter dem eben auseinanderge- 
setzten Gesichtspunkte betrachtet werden, und bilden dann spe- 
cielle Falle einer allgemeinen Classe von Entwicklungen nach 
Bessel’schen Functionen erster Art, die nun kurz besprochen 
werden soli. 

Die vonO. Schlomilch angegebenenEntwicklungen haben 
namlich folgende Gestalt: 

/■(.*)_ 2>,V(?„■») 

x 

wo die die reellen positiven Wurzeln der transcendenten 
Gleichung: 


63 
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(nz) 2 J 2 (nz) = 0 

sincl. Verallgemeinerungen dieser Reihen sind demnach die Ent- 
wicklungen: 

f(x) = ^ A x x -fa-p) J'> x (p } x) 


wo p eine ganze positive Zakl ist und die Grossen p x die ver- 
schiedenen reellen positiven Wurzeln der transeendenten Glei- 
chung: 

1) n -+- nx\Jv-+\aai)]'} = 0 [v ^ o] 

sind, wo a, m, n reelle Constanten bezeicknen. 

Ausser den schon erwabnten speciellen Fallen dieser Ent- 
wieklungsformen wurden bisber nur die Falle: 

1 i 1 n 

fx = —, p = 1, v = — — J ii = 0 

1 i 1 n 

^= 2 ’> P = 1 > v = ~~2> m==0 

P = — Y> P = 0 > v= \> 11 = 0 

1 n 1 a 

f* = — 2 > P = °> v = ~2> Wl = 0 

welche trigonometrische Reihen liefern, deren Terme naeh den 
reellen positiven Wurzeln einer der beiden transeendenten Glei- 
chungen: 

J°(ax) = 0 
J\ax) = 0 

fortsekreiten, von Herrn Eugenio Beltrami behandelt. („In- 
torno ad un teorema di Abel e ad alcune sue applicazioni.“ Nota 
del M. E. prof. E. Beltrami, letta al R. Istituto Lombardo nell’ 
adunanza del 20 maggio 1880. „Intorno ad alcune serie trigono- 
metriche.“ Nota del M. E. prof. E. Beltrami, letta al R. Isti- 
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tuto Lombardo neir adunanza del 3 giugno 1880. Rendiconti del 
R. Istituto Lombardo. Serie II, Vol. XIII, fasc. X e XI, XIII). 

In dem Falle v=0 sind die Coefficienten dieser Entwick- 
lungsformen, wie schon erwahnt wurde, durch einfache Integrate 
ausdriickbar; in alien anderen Fallen lassen sie sieh, wie nun 
gezeigt werden soli, durch Doppelintegrale ausdriicken. 

Multiplicirt man die Gleichung: 



A=0 


(ax) %x 

2*^n(x)n0jn-x) 


mit ^+*(1 —dx und integrirt in Bezug auf x von x=0 
bis x == —f—1, so erhalt man, da: 


ist: 


oder: 
2 ) 


1 

j ^ 2 p.+ 2 X+i (l — flpy — 1 clx = 
0 


n(pL-HX) n(v—i) 
2 ll(|ui-hv -+- X) 


| Jv-(ax)x' x+i (1— x % y~ x dx= ^ ' 

o 

>-°° %x 

Z 2 2 '-n(A) n(| A -Hv-t-A) 

>.=o 

J' 1 (oue)nc#- +l (1— x 2 ’J‘~ i dx = —-——— J^+'^a) 

[fO-l,v>0[ 


Setzt man in dieser Formel: 


a =P>V 


multiplicirt sodann mit y'+ l J^+ v (p r y) dy und integrirt von y = 0 
bist/ = « > so erhalt man die Relation: 


| y' +l J' x+ '(p-y)dy^ J*(p } y)X’- +i (\ —a? 2 ) v—: l dx 


2 V_1 II(v —1) 

k 


yj++‘(p,y) J*+Xp z y)dy 



98Q ©Akademie d. Wissensch^,g1 0 ^l ff 0 unter, 

Transformirt man clas Integral auf der linken Seite dieser 
Gleichung durch die Substitution: 

yx = % 

so verwandelt sich dasselbe in: 

a y 

J 1 ) £>•+'> (p T y)cly | (y z —z z )'^ i dz 

o o 

welches Integral auch in folgender Form gesehrieben werden 
kann: 


a 

J dz 

0 


^-(a+v-i) J^-'* (p T y)(y z — z z y — 1 dy 


Mit Hilfe der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, 
yon welcker die BesseFsche Function erster Art ein particulars 
Integral ist, findet man bekanntlick die Relationen: 


J yJ^ipiy) y) d y 

o 

f y(J^y)Y d = j 

o 


•* i+v («P>.), Jf+*(ap r ) 

p).[^ +v («p>.)]', Pt[^ +v («P-)]' 


{J‘+\apj\, Jv+'< (ctp z )\ 


Man hat daher schliesslich die Formeln: 

a a 

| J 11 (p>z) z^+ i dz j/ ——*) J>-+'‘ (jj-y) (j/* — z^y— 1 dy = 

(P>.«?P x> 

a a 

| J? (p T «)*: j - +1 f/fe j (p^y) (y 2 — z 2 y~ l dy = 

Z 

2'- 2 n (v ■— l) a 2 [ Ja+V j!i+v ( a P x ) 

Pi j(^) — ljj^+^apx), [>+ v (ap,)]' 


2" -1 II(v — l)a J j -+ V (i ap y JY+'* (ap x ) 

pi (A - pi) p).[ J:J+v («p>.)]'» p^ [> +v («pt)]' 
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so findet man nacli einigen leichten Rechnungen, dass diese 
Function der folgenden Differentialgleichung zweiter Ordnung 
genttgt: 

X " (*)-h -^^ x '(*)+ P * X (*)= 2 ( v - l )«-&*+*-*>(« 2 - **)*-* JM -»(« p )- 
£ 

—(« 2 —(« p ) 


Setzt man der Reihe nach: 


a =1 





1 

2 


i 1 1 

«=1> 2> v=: 2 

- 1 

a=n, ix= —1, v= 2 , p=M t 


wo eine ganze Zahl ist ; so erhalt man fttr die dadureh entste- 
henden speciellen Funetionen /(z) die schon yon Eugenio Bel¬ 
trami aufgestellten Differentialgleichungen: 


/l—2 2 (1 _**)* 


x>)+|x'(‘Wx(*)+£^-t 

* 1 / 1 —z 2 (!_**) T 


^4=0 


X"( z ) -3 

* Or*-* 2 )-* 


= 0 


Es seien nun px und p T zwei verschiedene Wurzeln der 
transcendenten Gleichung: 


x — (jx-hv) ja+v (ao?)]'} = 0 [ ( u>— 1, v>0] 
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Alsdann verwandeln sich die obigen Gleicbungen in die 
folgenden: 


j y M d v = 0 (px $ pO 

0 


y {J^+X M )ydy= j jl — | (>+''(«p T )) 2 

(w^O) 


y(J' ,+ " MY d y=\ 

o 


(wi ^ 0) 


Aus der ersten von diesen Gleichungen folgt bekanntlich, 
dass die Wurzeln der eben erwahnten transcendenten Gleicbnng 
sammtlich reell sind; denn liatte diese Gleichung eine complexe 
Wurzel, so miisste sie, da alle ihre Coeffieienten reell sind, aucb 
die conjugirte complexe Wurzel besitzen. Wiirde man diese zwei 
conjugirten Grbssen fiir p, und p- nehmen, so hatte man unter 
dem Integralzeichen einer Function, welcke im ganzen Integra- 
tionsintervalle stets dasselbe Zeicben besasse, deren Integral 
also nicht gleich Null sein kann, ausser wenn sie selbst idem 
tisch gleich Null ist. Dies ist aber nicht der Fall, und daher sind 
alle Wurzeln der oben erwahnten transcendenten Gleichung 
reell. Man sieht ferner leicht aus dem asymptotischen Ausdrucke 
fiir die BesseFsche Function erster Art, dass die obige Glei¬ 
chung unendlich viele Wurzeln besitzt. Aus der bekannteo 
Form der BesseFschen Functionen erster Art endlich ergibt 
sich sofort, dass die Wurzeln der Gleichung paarweise dem 
absoluten Betrage nach gleich und von entgegengesetztem 
Zeichen sind. 

Fiir die erwahnten speciellen Werthe der Grossen und p x 
hat man die folgenden Belationen: 


J^p y jz)zv-+ i (h J* y~ (i x + v - 1 ) (i/ 2 — z z )' J — i dy=o 

° Z [px*pj 
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u, u 

Jv-(p z z')zV’+ 1 *fcj y—(\*-+ v — J ) «^+ v (p T y) (j / 2 — z^'^dy = 
o 


[ft $ 0] 


| dz | y— ^+ v “*) (p x y)(y z —« 2 ) v “= 


2v- 2 n(v—l)ft 2 

V 

Pt 


\i+m' 

i- 

//J'-t-VX 2 ! 

( \m J 


\ dp? / . 


[w ^ 0] 


1st nun die Function f(x) so beschaffen, dass nicht nur 
j»+i f(x) 7 sondern auch das Quadrat dieses Ausdruckes in 
dem Intervalle 0...a integrabel ist 7 so bat man die Ent- 
wicklung: 

f(x) = ^ A K X~^~^ Jv-(p\x) [jUL>—1; 0^O7<«] 


wo die Summation sick tiber alle positiven Wurzeln p- K der 
erwahnten transcendenten Gleickung erstreckt und: 


V 

p>~ 



•| **h —j’+ i f'(z) dz j y~ (<L+ '‘~ 1 ' 1 J^'ipiy) (y z —* 2 ) 1 dy 

0 2 



j t/H-+ v —- r- 1 Jv-+‘(p x y) dy |" z 2 V-~P+ l f(yz)(l — z z ) l dz 
« o 

[»*o] 
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a a 

J z^-P^fiz) dz y) (y z — z z y~ l dy 

o 5 

2—>n ( v—i) «* ji+C)'[i- (^)1J 

a 1 

| yv-+'*—. p — 1 Ja+v(p ? y) fly j z 2 ^~p +1 f(yz)(l — z z y- { dz 

0 0 

[m $ 0 
ist. 

Setzt man speciell: 

p — 0 

f(x) = ((3#)“^ J {} (fix) 

wo |3 von jeder der Wurzeln ±px verschieden sein soil, so 
erhalt man die Formeln: 



(fix)-* J*(px) 


2 

an 


ft— (h*+v) {m '}. 



[m^O 


Setzt man in diesen zwei Formeln: 


i3 = 0 
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n(.u.) «!'•+'— 

a’ J - = „— -r \ma-\-n (u-f-v)}. 

2'— l m H(,u.-+-v) ( 

vi_pr*^o>xg)_ 




>a _ n(,u,) 3 

2 7—1 ?«fl (fx+v) 


pi ^(px#) 




Aus cler letzten Formel folgt fur: 

m — 1 , n = 0 j iu. = ■ 


die specielle Relation: 




a* 


2v—1 

px 2 sin px os 


I / 2 V ?L J_ 811 




[m^O] 


Es soil nun aucli ein Ausdruck fur die Entwicklungscoeffi- 
cienten A x fur den Fall gegeben werden, dass die in der Glei- 
ehung 1) auftretende Constante v negativ ist. 

Es sei F(z) eine Function von z von der Beschaffenbeit r 
dass nicht nur z” 2 F(z), sondern auch das Quadrat dieses Aus- 
druckes in dem Intervalle 0... a integrabel ist. Dieselbe lasst 
sich alsdann in eine Reihe von der Form: 

F{z) = Yp, «:'- 7 + 2 J’—‘(p,z) 

X 

entwickeln, wo die Grossen p x die Wurzeln der transcendenten 
Gleichung: 

3) ^-([x-v) j m j[j—v (a&')-hn#[J J -—'' (aoej\) = 0 
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sind. Diese Entwicklung ist innerbalb des genannten Intervalles 
mit Ausnahme einer discreten Punktmenge in gleicbem Grade 
convergent und die Entwicklungscoefficienten B x sind durch die 
Eelationen: 

B= _ 2 _ 


[«$0] 


«P). ) wp h 


y (jj, v+l) JU-v (p x y) cly 


1 -© ['-(V) ]! (l> " w)y) ' 

a 

. jr (!l-v+ 1 ) F{y) J -~'“(p>y) d v 


D»$ o] 

gegeben. 

Schreibt man in der obigen Entwicklung xz fiir z, multi- 

dz 

plicirt sodann mit (1— z)'— 1 - und integrirt in Bezug auf * von 

z — 0 bis z = 1, so erhalt man unter Beriicksicbtigung der Rela¬ 
tion 2) sofoi't die Grleiehung: 

r‘ dz V 2 V—1 11 (v—1) 

f(x)= F(xz)(l-z i y~ l —=l J --- 

J o ' P >- 

[A—v> —1] 

Nun ist, wenn q der Bedingung: 


genugt, bekanntlich: 


F(y)-F(0)■■ 


0<q<l 


2 y sin qn r ifa du r F' ( yzu ) dz 


(i —u % )i J (i— z 2 y-? 
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Unter den gemachten Voraussetzungen ist aber: 
F(0) = 0 


f (i yu ) = F\yzu ) (1—z 2 ) v_1 dz 


2 y sin vtt p a z, f(iiy) du 
(1—« 2 )~* 


ferner: 


Man hat dahev fur q = v die Relation: 

0 

Es besteht also die Entwicklung: 

(f (jv) = A x~F ( P)X) 

[ja—v> — 1, 0<v<l] 

wo die Grbssen pi die verschiedenen reellen positiven Wurzeln 
der transcendenten Gleichung 3) sind und: 


A= 


2 V + I ll(v —1) sin V7r 




api / \np h 
a 

.J ?/—^ -v) cly | 


% 2v [(yz ) 2v ‘~ 2v “^ > + ? ' dz 


2 v + 1 II(y — 1) sin vtt 


rcpx 


ifl 2 1 - 


pi—v\ 2 /m 




(ap x )) 2 

* 2v [* 2 -*~'+ 2 K *)]'* J 


A = - 


o 2 —**) v 

z 

2 v + 1 II(v — 1) sin V7r 


[«*0] 


TTpx ^ 2 ]l“H 




. J j - v (px2/)rf3/ 


z 2v [(^) 2,u_ ' 2v “ i>+2 y(y 2; )]' d z 

(i—**) v 



988 Gegenbauer. 

2*+ 1 n(v—l) sin vx 


* 4 *® 


, [z , r -„- r+ * r w * 


1st. 


[m $ 0 ] 


G-ebt man, wenn v = — ist ; von der Entwicklung: 

u 

vn 2!j '+ - 2;j ~ 1 

F{*)=)J,z 2 J 2 (ft*) 


a,us ? schreibt in derselben a?« ftir multiplicirt soclann mit 
dt 

■ und integrirt in Bezug auf z von 0 bis 1, so erhalt man 
|f 1— z % 

in diesem speciellen Falle fur die Entwickhingseoeffieienten A )r 
die folgenden Ausdriicke: 


A = 


ri 

V np> 


\{zy) l v->’v(zy)\ (h 


1 2|jl—3 2 ij.— 1 

y 2 J 2 (h.y) (l y 


f 2 

7ZO- 


1 [ 1~Z 2 


r>* 


r/ 2 1- 


2/j.—1\ 2 / m 


2ap x 


2a—3 2u.—1 


J 2 (ap>. 


[3*1*—py(a;)]Vfc j y J {?-,y)(]y 

r '/ 7 =? 


[h^O] 


A = 




/ 1— * 2 


0 




Uber die Bessel’schen Functionen. 


989 


I / 2 






a 2jj.—3 2[j.— 1 


\z' l v-p <f{z)] dz [ V 2 j 2 (p,.y) dy 

J l /-.2 7.2 


]f y % — z 2 


\m ^ 0 ] 


Es sind demnach auch fur negative v die Functionen y J? . r ,(z) 
die zur Isolirung der einzelnen Coefficienten tauglichen Multipli¬ 
ca toren. 

Es mag noch hervorgehoben werden, dass aus der Re¬ 
lation: 


/M(*)= wr(|t+v)2, ^ +v ( a p0 («*— z z y- x —: v(«) 


sofort folgt, dass in alien fritheren Formeln, wenn w=0 ist, die 

Multiplicatoren v (V) durch-v («) ersetzt werden 

p } z ” 

konnen. 

Ebenso sielit man auch, dass die in den Ausdrttcken der 
Coefficienten auftretenden Doppelintegrale durch partielle 
Integration noch weiter umgeformt werden konnen. 

Ich gehe nun zur Auswerthung einiger bestimmter Inte- 
grale liber. 

Multiplicirt man die von Herrn L. Sclilafli abgeleitete 
Formel: 


j™Qv)j* (#) = 


2 


| 2 J" ,+n (2x cos y) cos (m—n) y <7y 
o 


(„Einige Bemerkungen zu Herrn Neumann's Untersuchun- 
gen liber die BesseFschen Functionen . u Mathem. Annalen, 
3. Bd., pag. 134 ff.), wo m und n ganze Zahlen sind, mit 
( / v unc [ integrirt von x = 0 bis x = oo ; so erlialt man, 
wenn man auf der rechten Seite der so entstehenden G-leichung 
die Integrationsordnung umkehrt und die von mir aufgestellte 
Formel: 
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4) | x*-'*- 1 J'>{(ix)dx = 2 a-v— 1 a' , ~ 


■m 

“Pr) 


0<a<v+ 


(„Uber einige bestimmte Integrate Sitzungsberichte der kais. 
Akademie der Wissenschaften, mathematisch-naturwissenschaft- 
licbe Classe, 72. Band, II. Abtheilung, Juni-Heft, Jahrgang 1875) 
berlicksichtigt, die Relation: 


J m (x) J n (x) x *~ m ~ n '~ 1 dx- 




ttII {rn-\-n — 


' 2 

cos (?7i — n)f cos™+ w__ct f df [0 1] 


Berucksichtigt man, dass: 


n(j3) 


cosP v cos 7 „= 2 P+, g 

• n (VWV) 

ist, so erhalt man sofort: 

oo II —1^ 

| J m (x) J n (x ) x a ~ m — n ~ 1 dx 


2>n+n— a+lJJ -^-jll^m-— jll^ — 

[o hi]. 


Setzt man speciell: 


a = m-\-n 

so erhalt man die Formeln: 


0 


[m ^ w und m— n gerade] 




991 


Uber die Bessel’schen Functioned. 


OO 

[ J'\x)J n (x) 
0 


dx 

x 


[ (J m (*)) 2 ^ = 


' iz(in % — n % ) 

[m ^ n und m—n ungerade] 


1 

2m 


[m> 0], 


Die erste und dritte von diesen speciellen Formeln liat Herr 
E. Heine mitgetheilt(Handbuck : deiH£ugelfunctionen, Theorie und 
Anwendungen von Dr. E. H eine, 2. Auflage, 1. Band, pag. 255 f.) 

Ein anderes allgemeines Integral, in welchem das zuletzt 
angegebene als specieller Fall enthalten ist, kann auf folgendem 
Wege gefunden werden. 

Multiplicirt man die Gleichung: 


5 ) J n+, (p t y)J’ l+ '(hy)-- 


(pip»y) ,n ( w ) 


II (v—1) II (w-t-2v—1) 


n(2v—i) 


li 


/2v—1 


{ (p 2 -^pI— 2 Pi Pz cos ?) J J ‘(y fo\-*-&—2pipz cos f) 

o 

•C^(cosy) sin 2v y dy 


mit y^-^-'dy und integrirt in Bezug auf y von y = 0 bis y = oo, 
so erhalt man, wenn man auf der rechten Seite der dadurch 
entstehenden Gleichung die Integrationsordnung umkelirt und 
die Formel 4) berticksichtigt, die Relation: 


(Pi y)^‘ (pzV) y*“ 2v_1 ily = 


(piP») VII (") n (J -1 ) 


2 1 '-* n (v— 1) 11 (v — II (»+ 2v—1) 


ri(2v-i) 


n 


2v—1 


• (p 2 ,-l-p 2 z— 2 PiPz cos ?) 8 ( cos ?) sin 2 Y rf? 


oder nach einer von mir a. a. 0. mitgetheilten Formel: 

64 


Sitzb. d. mathem.-naturw. Gl.LXXXVIII. Bd. II. Abtli. 
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J" + '‘ (.M) (Ml) dy --= 


11 (2- ——1) 


(piPa)' ,+v 


2!—+' n (v-1) i [ o-»-v) ( P ; +P g" t 


.F 


[a-+-2u 

\~^r> 


-2?i-+-2 


, n-hv-hi, 




(pimply 


Setzt man speciell: 


P 2 


so verwandelt sicli diese Fonnel, da 

II (q— 1)11 (q — 7 — ( 3 —1) 


m-ho, i) 


n ( 9 - P - 1)11 (0-7-1) 


1st, in die folgende: 


[J“+' (py)} 1 y' , ~-‘-' dy = 




9 2v + x + 1- 


i u (“)u( v + 2 JLJ:)n( v + 


2 ) 


2 n —a—2\ 


J 


Setzt man in dieser Formel: 

p = l, a = 2, v = 1 
so erhalt, man die Relation: 


00 

| (J ,l+ '(jj)y~ = 2(n ^ V) [» ^ 0 naA ganzzahlig], 


welcbe oben auf einem anderen Wege abgeleitet wurde. 
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Multiplicirt man ferner die Grleichung 5) mit 

[X _ 

Jv-(p s )f & z -t-y 2 )y dy 

und integrirt sodann in Bezug auf y von i/ = 0 bis i/ = oo, so 
erhalt man, wenn man auf der recliten Seite der dadurch ent- 
stehenden G-leichung die Integrationsordnung umkelirt, die 
Formel: 

CO 

_ _ Ji 

J n +-‘ (p t y) J n +'‘ (p 2 y) J*(p 3 ]f x 2 -h-y r ) (x 2 -i-y 2 ) 2 y (hj = 

o 

|~ n( 2 v—i )i~ 

2 3 '- 1 II(v—1 )II(«-h2v— 1) /2v —1\ ' 

■ l - 2~ J- 


{ 2 PiPz C0S ?) 'Cl(cos ? )sm' 

0 


co 


■J‘{y l f pI+pI— 2 p, pz cos cp) 

0 


J Kpz \fx 2 +y 2 ) 


dy. 


Nun ist aber, wie Herr So nine gezeigt hat (Reeherches sur 
les fonctions cylindriques et le d^veloppement des fonctions con¬ 
tinues en series“. Mathematische Annalen 16. Band, pag. 1 ff.): 



oo 

I J‘ (ccy) y'+' (x 2 -t-y 2 ) 2 J‘ (p 3 ]f x 2 -hy 2 )dy = 

0 


jj.— v — 1 



und daher verwandelt sich die letzte Grleichung in die folgende: 

CO 

f ■ ] ' l+ ' , (p [ y) Jn+ ‘(p%y) J:> '(pz \[x*+y i )(x i -t-y l ) -ydy = 

0 

2 


'2 3 '- 1 II (v— 1) II (?i—i— 2v — 1) pg 


r n(2v—l) 


64 * 
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•j (pi-pi—pl+ 2 PiP* cos 

0 

■ J 1 1 (x / pS —pf—P*-+- 2 P*P* cos f ) 6 ’I( C0S f) sin 2v y % 

WO 

/3 = 0,7r, arccos —- 3 

^PlPz 

ist, je nacbdem 

pl>(Pi—p2) Z > (Pi—p 2 ) a <pa<(p t -+-p 2 ) 2 

ist. Den speciellen Fall n = 0 dieser Formel bat Herr So nine 
a. a. 0. auf einem anderen Wege bergeleitet. 

Aus dieser Formel leitet man sofort ab, dass; 


{ Jn+ " (Pi y) Jn+ '“ (Pt!f) J ‘ ip#) = 0 

0 ' 

ist, wenn p%<(p t — p 2 ) z oder p < 3>(p 1 -Hp 2 ) 2 und dass in den. 
Itbrigen Fallen die Relation: 



bestebt. Das Integral auf der linken Seite dieser Grleicbung, 
welches fill* ^ = 0 scbon von Sonine mitgetbeilt wurde, wird 
also nicbt nur gleicb Null, wenn sich kein Dreieck bilden lasst, 
dessen Seiten die Langen p v p 2 , p 3 baben, sondern auch, wenn 

diese Grossen so bescbaffen sind, dass der Ausdruck - l ^ 2 ——* 

2 P\Pz 

eine Wurzel der Gleicbung C^(a?) = 0 ist. Die Wurzeln dieser 
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<GHeichung sind bekanntlick sammtlicli reell und ungleich und 
liegen innerhalb des Intervalles —1. . . -+- 1 . 

Multiplicirt man die Gleicbung: 


J''(xx)= 


(xx)'* 




- \e * 

)i 


H-l '2 

rt.xyi(^ _ 


dy 


mit c 2X xv-—'’ J a (jx) dx und integrirt von x = 0 bis x = oo, so 
erhalt man durch Umkehrung der Integrationsordnung auf der 
rechten Seite der dadurcb entstehenden Gleicbung, wenn man 
die von mir a. a. 0 . mitgetheilte Formel: 


r/ n(2u) y- 

e-°*x»Jv{ 1 x)dx=^-L -— 

welche gilt, so lange der reelle Bestandtbeil von a grosser ist, als 
der imaginare von 7 , berucksichtigt, die Relation: 


00 

e~~ 3X xV .—v Jj (ax) J h ( 7 x ) dx = 


II (2 jut) a£*y 


+1 


( 1 — f) 2 dy 


r— / 2 V - 1 \ . 2 ^- + l 

2 H-v|/VlI^—-—j ( 7 2 h -z 2 — x 2, y 2 -h2xzyi) 2 


Folgende specielle Falle dieser Formel mogen besonders 
kervorgehoben werden: 


y=0, 

v = 1, 

xy = u 

IJ. = 0, 

v = 0 , 

y = cosy 

(X = 0 , 

1 


v — 2’ 

xy = n 

y = 0, 

1 


V “2’ 

% 

* 

11 


Dieselben liefern, wenn % und 7 reelle Grossen bezeicknen, 
die folgenden Integralrelationen: 


1 - 


e ~bl * J l (xx) J° fax) -— = — 

V 7 V X XX 


\[ x 2 — u 2 du 


X 


—a 


^^-htz-hiu) 2 
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e —\ 3 \ x J° (ax) J° (yx) (lx = — 


(If 


e —\z\ X JO (y X \ gj n aX C ]^L — 

X 7T 


n o / 7 2 —^cosy ) 2 
du 


\[y *-+-(zh-w ) 2 


e—\*\ x J°(yx) sin hyp(y,x) C ~ = ~ 

iT? ^ 


Da der Ausdruck: 


+X 


du 


y \/y z -±.(z— u f 

rw>wi. 


+ * 

du 

i x x\-*-y\M*—uY 

die Potentialfunetion einer bomogenen geraden Linie von der 
linearenDichtigkeit 1, welcke die Punkte z =—* uud z = h-x der 
z -Axe verbindet, vorstellt, so liefert die letzte Gleiebung fur alle 
z, welche der Bedingung |z|>|x| geniigen, fur diese Potential- 
function den von Herrn E. Beltrami in seiner Abhandlung: 
„ Sulla teoria delle funzioni potenziali simmetriche“ (Memoria del- 
l'Accademia delle Scienze dell’Istituto di Bologna. Serie IV. 
Tomo II.) mitgetheilten Ausdruck: 


2 


00 

e -\ z \ x J° (yx) sin hyp (xx) 


0 


dx 

x 


py 2 = 


Wenn man die zweite von diesen Gleicbungen mit 2nydy 
multiplicirt und in Bezug auf 7 von 0 bis 7 integrirt, so ver- 
wandelt sich die linke Seite derselben in: 


00 



0 


wabrend die recbte Seite in: 


21 ]/y z -\-(z-\-al C0Sf) z df — 27zz 
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clen bekannten Ausdruck der Potentialfunction einer homogenen 
Kreisscheibe von der Flachendicktigkeit 1 und dem Radius 7 , 
welche sich in der #?/-Ebene befindet und deren Mittelpunkt der 
Ur sprung ist, tibergeht. („Das Potential eines homogenen Kreises“ 
von E. Heine. Journal fur die reine und angewandte Mathematik 
ven Borchardt, 76. Band). Die erste von diesen vier Glei- 
chungen liefert demnach fur diese Potentialfunction die beiden 
Ausdrticke: 


00 +Y- 

[y 2 —ii z du 

[a 2 = a?*-H-yj], 

von denen der erste von Herrn H. Weber in der Arbeit: „Uber 
die BesseUschen Functionen und ihre Anwendungin der Theorie 
der elektrischen Strome“ (Journal flir die reine und angewandte 
Mathematik von Borchardt, 75. Band) und von Herrn Eugenio 
Beltrami a. a. 0 . mitgetheilt wurde, den zweiten hat in neuester 
Zeit Herr E. Beltrami in seiner Abkandlung: „Sulle funzioni 
associate e specialmente su quelle della calotta sferica a (Memorie 
dell'Accademia delle Scienze dell’Istituto di Bologna, Serie IY, 
Tomo IY) aufgestellt. 

Die dritte Gleichung spricht die Identitat zweier bekannter 
Ausdrticke ftir die Potentialfunction aus, welche auf einer in der 
Ebene z=o gelegenen Kreisflache mit dem Radius a den con- 
stanten Werth 1 annimmt. 

Multiplicirt man ferner die Gleichung 5) mit e~~ z vy—v- J^(yy)dy 
und integrirt in Bezug auf y von y = 0 bis y = 00, so erhalt man, 
wenn man die Integrationsordnung auf der rechten Seite der so 
entstehenden Gleichung umkehrt und die eben abgeleitete 
Integralrelation berticksiclitigt, die Formel: 

00 

6) | e-*» y-^ J' 1+v (p t y)J n+ '• (p 2 y) J j (7 y) (ly = 


(PiP 2 )'' 7 ^n( 2 v)II(„) 

r ri( 2 v—i)i 

2 4 v+(i—i |/' n n(v—i)n 

n(»+ 2 v-i) 

n 



r dv 

2-y J ~ 2 


—Y 


+1 
r r 


2 \).— 1 

(1— a? 2 )"ir~ Cl(cos<p)dxdf 


2v+J 

o (pjH—pij—2p 1 p 2 cos v-hz z — y z a z —2yzi) a 
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wo der reelle Bestandtlieil von % grosser sein muss, als der 
imaginare von 7 . 

Setzt man in dieser Gleicliung: 

n = 0 , v = 0 , P = j, 7 = xi > xx = «> 


so verwandelt sich dieselbe in die folgende: 

00 

j ( Pt y) J° (p 2 y) sin hyp (xy) ^ = 

chi dy 


-(- X 1v 


^ ^ l/"Pi- 2 o t p 2 COS^-i-^-4-?/. 2 — 2zu 


* >|X| 


falls * und x reelle Grossen sind. 
Nun ist aber: 




2 p 2 . 


du df 


-■/. 0 — 2p 1 p 2 cos<p~hz z -t-u 2 — 2 zu 


[pf = x \^-y \1 


die Potentialfunction der Mantelflache eines homogenen Kreis- 
cylinders von der Flachendichtigkeit i, dessen Axe die 2 -Axe 
ist und welcher von zwei Kreisen mit dem Radius p 2 geschlossen 
wird, die in den Ebenen z = h-x und z = —x liegen. Man hat 
demnach fiir diese Potentialfunction auch den von Herrn E. 
Beltrami in der zuerst erwahnten Abhandlung mitgetheilten 
Ausdruck: 

00 

* J™ (piV) siu hyp (*sfl 

0 ^ 


Multiplicirt man die Gleichung 6 ) mit 7 “! J - und setzt sodann 
7 gleicli Null, so verwandelt sich dieselbe in: 


e -z»Jn+<, (p.y)J n +‘(p,y) dy = - -n (»)n(2v )- 

Wiyi \r 2 cf/ y 2 i '’- i n(v-l)ri(w-t-2v—1) 


n(2v—l) 


ri 


2v—1 


C^(cosy) sin 2 ; <p^/y 


j /rf+Pr*-**— 5 2 PxP z eosy 

0 
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Setzt man in dieser Formel der Reike nacli: 
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n — Oj v — 0 

n — 0, v = 0, p { = p 2 = ib, % = 2 a, y = 2p 
so erhalt man die Relationen: 


o—\A!/ 


J0 (Piy)J°(piy) d y=^\ 


(fa 


^ cos y 


I c~- a; > (J°{iby))" 1 dy = If 
0 0 

Da nun der Ausdruck: 


dp 

\f a 2 —6 2 sin 2 ^ 


[i«i>i 6 i]- 


2tz 



0 


dy 


\f p\-^pl^ 2 —2 PlPi cosw 


t Pi = 


die Potentialfunction einer komogenen Kreisperipherie von der 
linearen Diclitig’keit 1, welch e in der #?/-Ebene liegt und den 
Ursprung zum Mittelpunkte hat, vorstellt, wakrend der Ausdruck 


2 jT (bp 
71 j / a z —£ 2 sin 2 tf 


die Potentialfunction einer komogenen Kreisperipkerie von der 
Masse 1 ist, wenn man unter a und b die kalbe Summe und die 
kalbe Differenz des grossten und kleinsten Abstandes des poten- 
zirten Punktes vom Umfange verstekt, so hat man ftir diese 
Potentialfunctionen die Ausdriicke: 


2 ff p 2 } ^ J J\p x y)J\piy)(fy 

0 


2 


OO 

e-^y{J\iby)fdy 


o 


welcke man Herrn E. Beltrami verdankt, der den erstenin der 
zuerst angeftikrten Abkandlung, den zweiten in der Arbeit: 



1000 


Jcademie d. Wi 


Geg-enb auer. 


v.biologi< 


■um.a 


„ Sulle funzioni cilindriche“ (Atti della R. Accademia delle Scienzc 
di Torino. Vol. XVI.) mittheilte. 

Schreibt man, urn weitere Integrate abzuleiten, in der oben 
angegebenen Scklafli'schen Relation —n fur n beriicksichtigt, 
dass ftir ganzzahlige n: 

ist, und setzt: 

m = n-\~2r 
2f - --p, 

so verwandelt sich dieselbe in: 


TZ 

7) J’>+ 2r (v) J »(a?) = f J-’'(a?l/2-(-2cos $) cos (n-t-r) f 

0 

as 2 

Multiplieirt man dieseRelation mit e a x 2r + 1 dx und integrirt 
in Bezug auf x von x = 0 bis x = oo y so erha.lt man durch 
Umkehrung der Integrationsordnung auf der rechten Seite der 
so entstehenden Gleickung, da, wie ich gezeigt habe: 


oo 

e~ [a i’ x ‘ t x' , + 1 J*(a z x)dx — 


o 



e 


-la..* 


ist, die Relation: 


oo 

f ( _lW/2r4-3 

J e a x 2r ^ J n+2r (x) J n (x) dx — - 

0 

a'.l+cos']<) 

’ 2 

e ’ (1-+-cos ip) r cos (n-t-r)■•pd-p. 

o 
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and dalier hat man schliesslick: 


CO , 

p X- 

e a 1 J ll + 2r (x) J n (a?) dx = 

o 


in+r (l 2r-hl 

2 



Multiplicirt man die Formel 7) mit e Z^ a x 2r+1 dx und integrirt 
in Bezug auf x von x = 0 bis x = oo, so erhalt map durch Um- 
kehrung der Integrationsordnung unter Benutzung einer von mir 
frlther mitgetheilten Formel die Relation: 


X 

e Y“x 2r + ] J H+ - r {x)J n (x) dx = 


"it 


(—l)^n(4r-hl)rt 2 [ cos(n-+-r)*(l+- cos*)”# 


2 r n(2r)7r 


Nun ist. aber: 


(l-+-2a-\-2a cos 2 

/4rn-l\ 


cos («+r) Tp (1 -bcos tp) r dty 

lr+3 

o (l-h2«-h2rt cosip) 2 






cos(n-i-x)jpdrp _j 

(] (1 —i—2«—i—2« cos-|) 2 i 


ferner: 


(t-t 1 )“+>■ R^)i~h2r-H 7T « M + r 

(l-t-2«-i-2« cos ip) 2 II(M-+-r)n g j(l-f-2«) n+2,H 

•*C 


71 cos(^H-r)tprfip ___ 

2r + 3 


'4r-+-2n-h3 4r-h2n-h5 


(IT255 5 ) 


und dalier: 



G e g* e n b a u e r. 


e ^ a x' 2 ’" hl J"+ 2r (.r) J" (x) dx — 


II(4r-i- i)n (- 


4r-t-l\ / 1 \ t!'±i 

__)n( W +2r +f « * 


2 2r II(2r)n(/i-)-r) [n (—J- 


d r { a n + r /4rH-2?zH-3 4r-h-2ra-j-5 


— 

\w + 2 ?M- 


, f-1, 


(l-+-2«)’ 


'(1+2«) M+ + 7 ' ’ v 

Schreibt man in der Scblafli’scben Relation p l \fx i -*-z 2 

_ m-\-n 

fur x , multiplicirt dieselbe sodann mit (a? 2 -t-z 2 ) 2 J r (px)x r — 1 dx 

und integrirt in Bezug auf x von 0 bis oo, so erhalt man durcb Um- 
kehrung der Integrationsordnung auf der rechten Seite der so ent- 
stehenden Gleichung, da, wie Herr Sonine a. a. 0. gezeigt hat, 


J p (p { \[ x z ~\-z z ) (x z -\-z z ) 2 J r (px)x r — 1 (lx 


2>-in(r—1) J*( Pl s) 


’Pi P>r— 1 >— 1 ] 


ist, die Relation: 


J n (p i ]f x z -hz z )J m (p l )fx z -t-z z )(x z -\-z z ) J r (px)x r ~ 1 dx = 


_2 ? II(V— l)fl 


Jm-bn^ 2p i ZCOSp)cOS(??l ?l)fdf [p > 2 p t ] 


J n (pl \fx z -hz z ) J ,n (p 1 ]fx z -hz z ) (x z -\-z z ) 2 J r (px)x r ~ 1 dx = 


2r-i n(r—1) J”( Pi g) J»( Pl s) 




Fur z = 0 verwandelt sich diese Relation in die folgende: 

o 

W(r _"H ,-w+n 

J»( Pl <p) J m ( Pl x)J’-(px)x’-™-»~i dx = g m+ „ +1 A„ n( J )n(w) 

[p> 2 f>iL 


0 
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Auf demselben Wege lasst sich aus der Gleiclning 5) die 
Form el: 


| J v ]f X Z -hZ Z ) J* (p 2 X Z ~hZ Z ) (a? 2 -h«*)“ v J 1 (px) X r ~ l (lx = 

2-4I(r-l) f( Pi z)J'(p t z) 


p r z™ 

herleiten, welche fur % = 0 in die specielle Form el: 




} {h f^ 

[p>pi+p»] 

itbergeht. 

Dnrch wiederholte Anwendung des eben angewendeten 
Yerfabrens findet man sofort die allgemeinen Relationen: 


SV 

| /-(p, 1 /Fh^ 5 ) _ V- 1 tfa?= 

[p>Pj-t-p 2 -)-...-(-p s ] 

| J v (pj a?)J v (p 2 x)...J‘(p s x) J' (pa?) x’~- 


2’’— 1 n(r—1) /'(Pi^J'^pj, »)•■■/' (p««) 
f 


dr _ 2'— 1 II(r 1) ( Pl p 2 ...p,)- 
[2'H(v)]' p- “ 

[p> p,-Hp s! -1-"--+-ps] 


J J"(pi V x% -\ -**) J'"(pj l/a? 2 —f—» 2 ) J“+ ,! (p 2 \jx i -\-z % ') J m+n (p 3 |/a? 2 -i-z 2 ) 

0 

_ <(«+») 2 r—1 II(V—1) 

J m +'''(p s \f x z -hz r )J r (px) (,r 2 -t-« 2 ) 2 x’— 1 dx — - 77 - 


>(p 1 *)J"(p 1 2)J'«+ w (p 2 *)...7'”+ H (p s *) 

2*(»‘+>0 


[p > 2p 1 -h-p 2 -t-p 3 -(-■ .pj 


J"(pj a?) J 8 * (pj x)J m+ ”(p i x)J"‘+ n (p 3 x). . J m + n (p,x)J r (px)x r -< m+ ”)- l dx=z 

II (r—1) _ (pi p 2 • . p 8 ) m+,t r o i 

_ [2 B! +' ! II 1 2“+ n+1— ''p’'II(m)n( m) " 5 ’ > Pi ^~Pz^p3~^~“" 




